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0 Mathematik als die Sprache der Physik

Das ACER-Modell

Um zu verstehen, wie Physiker/innen ,Probleme,,, d. h.

physikalische Aufgabenstellungen, 16sen, setzen wir uns Activation Construction
mit dem ACER-Modell auseinander. Die Abkiirzung steht of the Tool of the Model
fiir die vier Tatigkeiten, die ein/e Physiker/in im Laufe 4
der Problemlésung durchlaufen muss: l
Zunéchst miissen ein Modell erstellt werden, wozu ma- Execution of the
thematische Werkzeuge aktiviert werden. Hier kann und Mathematics
wird es vorkommen, dass man bei der Problemlosung I
zwischen diesen beiden Schritten hin und her wechselt,
weil ein Modell noch nicht hinreichend gut mathematisch Reflection on

the Results

formulierbar ist oder ein neues mathematisches Werkzeug
eine Verbesserung des Modells erlaubt.

Schliefslich kommt man in diesem Verfahren zu einer Gleichung o. &., mit der man Rechnen
kann. Im Vergleich zu den ersten beiden Schritten ist das Rechnen héufig das kleinere
Problem, weil die mathematischen Werkzeuge ja bereits vorhanden sind. Es lohnt sich
also, viel Zeit in die Erstellung eines guten Modells zu investieren.

Hat man die Rechnung erfolgreich durchgefiihrt, muss das Ergebnis interpretiert werden.
Ist es plausibel, war etwas in diese Richtung erwartet worden? Eventuell ist das Ergebnis
auch nicht zufriedenstellend. In diesem Falle kénnte ein anderes Modell erstellt werden
oder ein anderes Werkzeug verwendet werden.

Beispiel: Elektrischer Stromkreis

Frage

An eine 9-V-Batterie wird eine Glithlampe mit einem Widerstand von R = 25 ange-
schlossen.

Wie grofs ist die fliekende Stromstérke 17

A Werkzeug: Schaltplan

250 v
Ein Schaltplan verwendet graphische Schaltzeichen wie —X)— (Glithlampe) oder % —
(Batterie), um elektrische Stromkreise iibersichtlich darzustellen.



C Modell: Schaltplan

Damit kommen wir zu dem Schaltplan

9V % %) 25Q

Héufig werden in der Physik Zusammenhénge in Form von Gleichungen benutzt. Dabei
sind drei Elemente, die in diesen Gleichungen vorkommen kénnen, zu unterscheiden

/U = 9V\7 Malfeinheit

Formelzeichen Mafzahl

A Werkzeug: Gleichungen

Das Formelzeichen reprisentiert die jeweilige Grofse in einer mathematischen Gleichung.
Dafiir kann (am Ende einer Rechnung) der konkrete Zahlenwert eingesetzt werden. Dieser
besteht normalerweise aus Maffzahl und Mafleinheit. Beide miissen immer zusammen
angegeben werden, weil ohne Mafeinheit nicht klar ist, wie die Mafszahl interpretiert
werden muss.

C Modell: Ohmsches Gesetz

Das Ohmsche Gesetz stellt einen formelméafigen Zusammenhang zwischen Spannung U,
Stromstérke I und Widerstand R her:

U=RI

E Rechnen

Wir kénnen das Ohmsche Gesetz wie folgt umstellen:

=9V/250 = 0,36 V/Q

Mit etwas gebréuchlicheren Einheiten:
= 0,36 A = 360 mA

R Interpretieren

I = 360mA ist eine iibliche Stromstérke. Zur besseren Einordnung: Die Batterie liefert
eine elektrische Leistung von P =UI =9V -360mA = 3,24 W.



Wichtige Hinweise

Es empfehlen sich in fast allen Fallen folgende Vorgehensweisen.
Beim Modell finden:

e Schrittweises Herantasten
e Erst ein groberes, dann ein feineres und vollstdndigeres Modell entwickeln
e Erst eine allgemeine Formel aufstellen, dann weiter spezifizieren

Beim Rechnen:

e Erst mit Formelzeichen rechnen
e Dann Werte einsetzen
e Einheiten nicht vergessen



1 Vektorrechnung

1.1 Landkarte

Frage

Alice steht auf einer Landkarte 30 m westlich und 10 m siidlich eines Widnrads. Bob steht
20 m nordlich und 10 m ostlich davon.

Wie weit sind Alice und Bob voneinander entfernt?

C Modell: Landkarte

Auf einer Landkarte werden die Positionen des Windrades (W) und von Alice (A) und
Bob (B) sowie die in der Frage angegebenen Strecken eingezeichnet

10m
X
B

20m

30
m W
10m
XA

A Werkzeug: Koordinatensystem

Ein Koordinatensystem enthélt im Grunde dieselben Informationen wie die Landkarte,
es werden aber zwei Richtungen (x und y) durch Koordinatenachsen dargestellt. Jeder
Punkt (A, B und W) kann durch Koordinaten angegeben werden.

2 Y
XB(10m;20m)

X
A(—30m; —10m)

Dieses Koordinatensystem kénnte im Prinzip beliebig verschoben oder gedreht werden.
Es ist aber sinnvoll, es so zu wahlen, dass die Koordinatenachsen in Richtung der Him-
melsrichtungen zeigen und ein ausgezeichneter Punkt auf dem Koordinatenursprung (0;0)
liegt.



C Modell: Ortsvektoren

Ein Ortsvektor ist der Vektor, der vom Nullpunkt zu einem gegebenen Punkt zeigt. Haufig
gibt man ihn in Koordinatenschreibweise an:

A= (j’g) (1.1/1)

" 10
B = 1.1/2
(50) (112
(1.1/3)
Alternativ kann man Einheitsvektoren verwenden:

€, ist der Vektor, der genau eine Einheit (in unserem Beispiel einen Meter) in x-Richtung
zeigt. D.h. €, = ((1)); analog €, = ((1))

Damit ist
> —30 . .
A= (_10> = —30¢e; + (—10)ey (1.1/4)
= 10 . .
B = (20) = 10€; + 20¢, (1.1/5)

A Werkzeug: Allgemeine Vektoren

Vektoren bezeichnen Grofen, die einen Betrag (Lénge des Vektors) und eine Richtung
haben. In Koordinatensystemen werden sie durch Pfeile dargestellt.

In der Darstellung als @ = (Zz) = a,€; + ay€, nennt man a, die z-Komponente und a,
die y-Komponente des Vektors @.

Vektoren konnen komponentenweise addiert und subtrahiert werden:
(o) ()= ()
ay by N ay + by
az\ by\  [(az — by
Gy by a ay — by

Aufserdem kénnen sie mit einer Zahl (hier A) multipliziert werden:

A
)\(%> = ( a$> Gleiche Richtung, A-fache Lange
Qy Aay
1 1/\
- (a“C) = < /Aa > Gleiche Richtung, 1/x-fache Lénge
A\ay 1/xay



In diesem Kontext spricht man von Veoktoren (Grofen mit Betrag und Richtung) und
Skalaren (Grofen mit Betrag aber ohne Richtung).

‘(Z;’) - m >0 (1.1/6)

Damit kann man zu jedem Vektor @ = (Z:) ein Einheitsvektor bestimmt werden:

Der Betrag eines Vektors ist

[~

a Gleiche Richtung wie @ (1.1/7)

€ =

B

Beweis, dass es sich hier um einen Einheitsvektor handelt:

ax/|€al \| _ a§.+a§: a? n a? _ a%Jra%/:l
ay /1€l @ | a? +aj = ai +aj a? + a3

E
a

C Modell
Alice steht bei 4 = (:?8), Bob bei B = (;8) Der Vektor, der von A bis B zeigt, ist
§=B-A.

E Rechnen

N 10 — (—30) 40
| (30— (10)) = (s0) (/8
Der Abstand ist dann

5] = /402 4 302 = v/2500 = 50 (1.1/9)

R Interpretieren
Der Abstand betrégt 50m (Einheiten nicht vergessen!)
Macht das Sinn?

Alice steht |A] = 31,6 m von W entfernt.

Bob steht |B| = 22,4m von W entfernt.

Die dritte Seite im Dreieck ABW sollte immer kiirzer sein als die Summe der ersten
beiden (sog. Dreiecksungleichung).

Passt also!



1.2 Arbeits-Produkt

Frage

Ein Bergwerkswagen wird auf einer geraden Schie-
ne von einem Pferd gezogen. Das Pferd geht aus @
Sicherheitsgriinden nicht auf sondern neben den /.
Schienen. Dabei steht das Pferd 4 m vor dem Wagen {—————————
und 3m links von der Schienenmitte. Wagen

Die Arbeit W, die das Pferd leistet, ist dabei gleich
dem Produkt aus zuriickgelegtem Weg s mal Kraft
in Wegrichtung.

Wenn das Pferd eine Kraft von 5000 N in Seilrichtung ausiibt und den Wagen s = 100 m
weit bewegt, welche Arbeit hat das Pferd dann geleistet?
C Modell

Kraft F' und Weg § schliefen einen Winkel « ein. Die Kraft in Wegrichtung
Fs hat dann den Betrag |Fg| = |F| cos a.

M,

Das Produkt W = |Fy| - |5] ist dann (1.2/1)
= |F|- 3] cos o (1.2/2) o

A Werkzeug: Skalarprodukt

Um dieses Produkt einfacher zu berechnen, benutzt man das Skalarpro-
dukt

@-b=|al-|b|-cos(<@,b) (1.2/3)
\v—/ .
Winkel zwischen @ und b

Das Produkt wird wie folgt berechnet:

Gy bx>
. = agby + ayb (1.2/4)
(ay) (by ! y\ Ergebnis ist ein Skalar,
kein Vektor

Damit lasst sich der Betrag eines Vektors berechnen:

Va2 =Vi-d= /a2 + a2 =] (1.2/5)
Analog gilt fiir eine Zahl \: VA2 = || (1.2/6)



Den Winkel zwischen zwei Vektoren erhdlt man (durch Umstellen von (1.2/3))

" i-b
cos(«a,b) = |;’ 7

a a
Distributivitit: @-(b+¢& =a-b+a-¢
Orthogonale Vektoren: a - b=0&a Ll

d
Dreiecksungleichung: |a@ - b < |d@] -
(das ,=* gilt bei @ || b.)

C Modell

Das Pferd zieht in die Richtung P= (g) Der Kraftvektor muss dieselbe

Richtung un den Betrag \ﬁ] = 5000 N haben.
F = |Flep

Der Weg ist einfach 5= (100 ).

Om

E Rechnen
Damit ist
W=F-§
F = |F|ep
1 4
= 5000 N ———
V42 + 32 <3>

4
= 1000N
(5

N /1
W =1000N(*) . (100m
3 Om

= 1000 N - 400 m
= 400000 Nm
=400kJ

(1.2/15)

(1.2/7)




R Interpretieren

Ein Pferd erbringt typischerweise eine Leistung von
1PS =735kW = 7357/s (1.2/25)

Das Pferd braucht fiir die Arbeit also

,_ W _ 400kJ
1PS 7357/

~ 9 min (1.2/26)

1.3 Schraubenschliissel

Frage

Um eine Schraube mit definierter ,Stéarke” festziehen zu kénnen, gibt es sogenannte
Drehmomentschliissel, an denen man das Drehmoment D ablesen kann, mit dem
die Schraube festgezogen wird.

Dabei ist
D] = | - |F| sin(<7, F) (1.3/1)

und D zeigt in die Richtung, in die sich die Schraube bewegt.

Wenn in einer ungiinstigen Situation

—20cm —50N
7= | —20cm und F=1] ON ist, (1.3/2)
Ocm ON

wie grof ist dann D?

C Modell

Wir stellen 7 als Vektor vom Schraubenmittelpunkt bis zum Angriffs-
punkt der Kraft und F' als Vektor in Kraftrichtung dar. Y

Um nun D zu bestimmen gibt es zwei Moglichkeiten:

Variante 1: Offensichtlich und schwierig zu rechnen.

Wir bestimmen den Betrag von D mit

|D| = || - | F| sin(<7, F) (1.3/3)

und hoffen, dass uns fiir die Richtung etwas gutes einfillt. z

10



Variante 2: Wir benutzen das Kreuzprodukt. Damit ist
D=7xF (1.3/4)

A Werkzeug: Das Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ist der Vektor mit
@ x b = |a@]| - |b| sin(<td.b) (1.3/5)

(das entspricht der Fliche des von @ und b aufgespannten Parallelogrammes) und
der Richtung, die die Rechte-Hand-Regel angibt.

So ist z. B.
€z X €y = |€x| - |€y| sin(90°) =1
~——
=1 =1 =1
und €, X €, =€, (1.3/7)
Das Kreuzprodukt gibt es nur in 3D.
Rechnung;:
Gy by ayb, —a.by
ay | x [ by | = | azbs — agb. (1.3/8)
az b, azby aybl’
Weitere Eigenschaften:
Linearitit: (A@) x b= x (Ab) = A(@ x b) (1.3/9)
Anti-Kommutativitit: @x b= —bx @ (1.3/10)
Distributivgesetz: @ x (b+ & =axb+axc (1.3/11)
Parallelitit: @ x b= <§) sd= (§> Vb= <§) valb o (1.3/12)
Orthogonalitit: @ x b L @b (1.3/13)

Hinweis: Diese jetzt bekannten 3 Produkte mit Vektoren sind nicht identisch:
Aa: Skalar - Vektor = Vektor (gleiche Richtung)

@ b Vektor - Vektor = Skalar (=0 bei @ L b)

@ x b: Vektor x Vektor = Vektor (= 0 bei @ || b)

11



E Rechnen

Jetzt ganz einfach:

—20cm —50N
—20cm | % ON

( Ocm ON

ONm — ONm 0ONm

ONm —ONm | = 0Nm = —10Nm- €,
ONm — 10 Nm —10Nm

R Interpretieren

Die Schraube wird reingedreht — passt also.

12
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2 Funktionen

2.1 Die Federkonstante Diese Angabe bedeutet:
SKraft F' in Newton*

Frage \
Eine Sprungfeder ist an einem Ende fest montiert. Am anderen Ende wird sie

mit einer Kraft F' in die Lange gezogen: F/N | As/cm
0 0
5550 P 1 0,12
2 0,24
3 0,36
. e 4 0,48
Die Auslenkung As wird jeweils gemessen. 5 0.60
Mit welcher (einfachen) Grofenangabe lasst sich die Feder charakterisieren? 6 0,72
Welches As ergibt sich fiir F = 1,7N?
A Werkzeug: Funktionen
Wenn verschiedenen Werten einer Grofe (hier F) jeweils genau ein Wert einer anderen
Grofe (hier As) zugeordnet wird, sprechen wir von einer Funktion.
Hier ist As eine Funktion von F.
Schreibweise:  As(F) (2.1/1)
As(1N) =0,12cm (2.1/2)
Es gibt 3 Moglichkeiten, eine Funktion darzustellen:
e als Wertetabelle (wie oben)
e in einem Diagramm
e als Funktionsvorschrift
Die 3 Moglichkeiten lassen sich (z. T. begrenzt gut) ineinander umwandeln.
As
Wertetabelle — Diagramm Die Wertetabelle ist oben ange- t N
geben, die Werte konnen als Punkt ein ein Diagramm eingetra- 0.6 N
gen werden. .
Uber die Werte zwischen den Punkten ist zuniichst nichts 0.4 x
bekannt! (d.h. die Punkte sollten nicht verbunden werden!) 02| x
0 L >\< | | L
0 2 4 6 I

13



Funktionsvorschrift Es stehen verschiedene Funktionen zur Verfiigung, aus denen die
gewlnschte Funktion zusammengesetzt werden kann:

Parameter | lFunktionsterm (Berechnungsvorschrift)
(a) Polynome: f(z)=a (v Skalar, konstante Funktion)
) g(x) = ax (lineare Funktion)
Funktionsname kann h(z) = a (quadratische Funktion)
. .. q
fref gewdhlt werden i(r) = ax (kubische Funktion)
(b) Wurzeln: j(z) =z (Vx = z/?)
k() = Vx (Yz = 2'?)
usw.
(c) Exponentialfunktionen:
l(x) =a" (fiir a > 0)
insbesondere exp(zr) = e* (e ~ 2,718281828459045; eulersche Zahl)
(d) Trigonometrische Funktionen:
sin(x)
cos(z)

(e) Viele weitere

Zu jeder Funktion kann ein Definitions- und Wertebereich angegeben werden:

Definitionsbereich D Menge aller Werte, die als Parameter eingesetzt werden kénnen.
z.B. fur g(x) = ax ist D =R
fir j(z) = x ist D = {z € Rz > 0}

Wertebereich TV Menge aller Werte, die als Funktionswerte angenommen werden kon-
nen.
z.B. fir f(z) =aist W = {a}
fir sin(z) ist W=[-1;1]={zeR;-1 <z <1}

Zusammengesetzte Funktionen Vorhandene Funktionen kénnen kombiniert werden,
um neue Funktionen zu erhalten:

z. B. Addition: i(x) + h(z) +g(z) + f(2) = azz® + awz? + ayz + g
~ e ~
=a3z? =agr? o =ao
z. B. Multiplikation: f(z)-exp(x) = ape”
—~— ——
=qpq =e?

14



- o) + J(x) _ onz +on
o exp(r) e

Funktionen konnen verkettet wreden, d.h. nacheinander ausgefithrt werden, wenn

Definitions- und Wertebereiche das zulassen:
Kurzschreibweise

2.B.  (fo%in) (z) = h(sin(z)) = « (sin(x))? (2.1/3)
2B (jo(h+g))(z) =7j(h(z)+9(x)) = Vaza? + auzx (2.1/4)

Funktionsvorschrift — Diagramm Es gibt mehrere Wege, aus einer Funktionsvorschrift
ein Diagramm zu erzeugen:

(a) e Einzelne Werte berechnen — Wertetabelle
e Einzeichnen

e Verbinden (dazu miissen die Werte dicht genug liegen)
(b) Computer benutzen (oder CAS)

C Modell

Erster Versuch, eine Funktionsvorschrift zu finden:

As(F) = aF lineare Funktion, v zu ermitteln (2.1/5)

E Rechnen
Es ist mit diesem Modell

a= ?s jeweils konstant (2.1/6)

= ausrechnen: « =0,12em/N  fiir alle Wertepaare (2.1/7)
= As(F)=F-0,12em/N (2.1/8)
(2.1/9)

und speziell As(1,7N)=1,7N-0,12cm/N = 0,204 cm

R Interpretieren
« charakterisiert die ,,Starke der Feder:
« kleiner = kleineres As bei gleicher Kraft.

As(1,7N) = 0,204 cm liegt auf der gedachten Linie.

15



2.2 Algenwachstum

Frage

Die von einer Algenpopulation bedeckte Oberfliche eines Sees betriigt 1 cm?. Die bedeckte
Flache verdoppelt sich alle 7 Tagen.

a) Welche Fldche bedeckt sie nach einem Quartal (= 91,25 Tage)?
b) Nach welcher Zeit bedeckt sie den ganzen See (Fliche Ages = 50m?)?

C Modell: Flachenfunktion

Wir nennen
Ap die Fliche zu Beginn
w die Anzahl der Wochen seit Beginn
A(W)  die nach W Wochen bedeckte Fliche

Es ist
A(0) = Ay (2.2/1)
A(l)=2- Ao (2.2/2)
A(2) =22 A (2.2/3)
AW)=2-2---2-4 (2.2/4)
W mal
A Werkzeug: Potenzrechnung
Wir schreiben fiir a € R und n € N
a"=a-a---q (2.2/5)
n mal
Also a®=a-a-a (2.2/6)
ad=a-a (2.2/7)
a' =a (2.2/8)
Wie weiter fiir n < 07?7
a"l=a"/q Vorsicht: Nur fiir a > 0! (2.2/9)
also a® =a'fa=1 (2.2/10)
a =1/ (2.2/11)
a”? =1/g2 (2.2/12)
und allgemein a " = 1/an (2.2/13)

16



Bezeichnungen:

a™ Potenz
a Basis
n Exponent

Rechenregeln:
n., . m

denn a"-a

denn (an)m = (a-..a)m = (a .-a) . (aa)(aa) = a--*Q
n mal m Bldcke, je n mal m - n mal
al/™ = /g
1/m+1/m+-+1/m
—_——
denn  a'/™ ./ gl = ¢ m mal =a
m mal
Haufig genutzte Basen
10 z.B. bei sehr grofen / kleinen Werten
Entfernung Erde-Mond: 3,8-10%m
Grofse eines Erwachsenen: 1,8-10m
Radius eines H-Atoms: 0,5-107%m

2 v.A. in der Informatik
Speicherplatz moderne SSD: 512GB = 512-23°B
Speicherplatz 3-1/2"-Diskette: 1,44 MB = 1,44 -22°B
Arbeitsspeicher C64: 64KB =64-2'B

e Eulersche Zahl e =~ 2,7 1828 1828459045 . ..

,Natiirliche Basis fiir viele Berechnungen in Mathematik und Physik

17
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(2.2/16)
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(2.2/18)
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(2.2/21)



C Modell: Exponentielles Wachstum
Damit konnen wir schreiben:

AW) = Ay -2V

Die Angabe in der Aufgabenstellung war aber ,,91,25 Tage'!

(2.2/22)

Méoglichkeit 1: Umrechnen 91,25 Tage = 13,0357 ... Wochen und dann bei (b) wieder

Umrechnen.

Einfachrere Méglichkeit 2:  Wir schreiben T' = Anzahl der Tage seit beginn. Damit ist

dann

W ="T/7 (2.2/23)
Damit: A(T) = Ay - 277 (2.2/24)
Spétestens hier machen Einheiten die Formel iibersichtlicher:
/Agt) = Ay - 2t/7vTa{ (2.2/25)
t meint die Zeit mit Einheit Im Exponenten muss eine
Zahl ohne Finheit stehen!
E Rechnen
91,25 Tage
A(91,25 Tage) = Ap - 27 7Tage (2.2/26)
= Ap - 8397,326024 . .. (2.2/27)
= 8397,326024 . .. cm? (2.2/28)
Veranschaulichung: f(x) =27
f(x)
8 x
6 | X
41 x
Graph nahert sich x
der z-Achse, beriihrt / 9| « Graph steigt
schneidet sie aber nicht! x sehr schnell an!
X x x X * | | | -
—4 -3 —2 1 2 3 Zz
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C Modell
Wir suchen nun (b) die Zeit tg mit A(tg) = Ages = 50 m?

also  A(tg) = Ag - 2t6/TTage — A (2.2/29)

umgeformt suchen wir also ein tg mit

2
gta/TTage — P 540000 (2.2/30)
cm
A Werkzeug: Logarithmus
Die Zahl z fir die gilt
a®=b ist x=log,(b) (2.2/31)
,Logarithmus von b zur Basis a“ (2.2/32)

Schreibweise: So, wie Potenzen mit verschiedenen Basen benutzt werden, werden Loga-
rithmen zu verschiedenen Basen benutzt

Allgemein: log,, (b) (zur Basis a)

Basis 2: logy(b) = 1d(b) (logarithmus dualis)
Basis 10: log,o(b) = 1g(b)

Basis e: log,(b) = In(b) (logarithmus naturalis)

Die Schreibweise log(b) (ohne Basisangabe) wird je nach Kontext unterschiedlich verwen-
det.

Rechenregeln:

Definition: a'°%(®) = p (2.2/33)
Multiplikation: log(zy) = logx + logy (vel. a1V = a” - a¥) (2.2/34)
Division: log(z/y) =logz —logy (vgl. a®7¥ =a”/d¥) (2.2/35)
Potenzen: log(z") = nlogx (2.2/36)
Wurzeln:  log({/z) = 1 logx (2.2/37)

Diese Rechenregeln gelten unabhéngig von der Basis.

Basiswechsel: Will man einen Logarithmus einer Basis ¢ berechnen, wobei der zur
Verfiigung stehende Taschenrechner nur Logarithmen zu einer anderen Basis a berechnen
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kann, kann man sich folgendes zunutze machen:

aloga(®) — p — clogc(b) (2.2/38)
mit ¢ = alogu(c): _ (aloga(c))lOgC(b) — GIOgE(C)‘IOSC(b) (2_2/39)
= log,(b) = log,(c)log.(b) (2.2/40)
log, ()
1 b) = —2 2.2/41
= Tog(h) = o (2:2/41)
E Rechnen
Es war
gta/TTage — 500000 (2.2/42)
Logarithmieren: t¢/7 Tage = 1d(500000) (2.2/43)
t = 7 Tage - 1d(500 000) (: %) (2.2/44)
— 132,521 Tage (2.2/45)
R Interpretieren
A(91,25 Tage) = 0,84 m? (2.2/46)
A(132,52 Tage) = 50 m? (2.2/47)
(2.2/48)

= Exponentialfunktion steigt sehr schnell!!

2.3 Schiefe Ebene

Frage

Eine Miinze liegt auf einem Holzbrett, das langsam an einer Seite
angehoben wird, so dass es einen Winkel a zur Horizontalen bildet. Bei

welchem winkel o wird die Miinze frithestens anfangen zu rutschen?

C Modell: Reibung

Der Effekt, der die Miinze am rutschen hindert, ist die Reibung. Die Reibungskraft wirkt
einer seitlich wirkenden Kraft entgegen. Sie tritt in zwei Formen auf: Haftreibung wirkt,
solange der Korper in Ruhe ist. Diese Kraft betragt maximal

Fiase = paase Fv - (parallel zur Oberflache) (2.3/1)
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Sobald sich der Kérper in Bewegung gesetzt hat, wirkt die Gleitreibung

Faleit = paleit 'y (parallel zur Oberfliche) (2.3/2)

Dabei ist u jeweils der Gleit-/Haftreibungskoeffizient (hdngt vom Material ab, meistens
ist pGleit < pHate) und Fy die Kraftkomponente, die senkrecht zur Oberflache die Objekte

zusammendriickt (,Normalkraft®).
Eine Google-Suche liefert ppa.s = 0,6 als plausible Grofse fiir Metall auf Holz.
Auf die Miinze wirkt die Kraft

Fg = —mgé, (2.3/3)

Wir suchen nun FN und ﬁH so, dass Z*:"N L F"H ist und dass ﬁN
senkrecht zur schiefen Ebene und Fy den Hang herab, parallel zur
Ebene zeigt. Auflerdem muss &

F.v  Fn

FG = ﬁN + ﬁH gelten. (2.3/4)

A Werkzeug: Winkelfunktionen

Fy und Fy héngen offensichtlich vom Winkel « ab. Haufig kann man hier
rechtwinklige Dreiecke verwenden: A = Ankathete (liegt an «)

G = Gegenkathete (gegeniiber a)

H = Hypothenuse (gegeniiber rechtem Winkel)

Man bezeichnet:
sina = G/H ,Sinus”
cosa = A/H ,Cosinus*

tana = G/4 = SB& ,,Tangens®
COos &

Fiir Winkel a > 90° gibt es kein solches Dreieck. Man kann dann den

A

0 UuIs

Einheitskreis zur Verallgemeinerung wahlen.
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Rechenregeln:

Nicht linear: Keine Winkelfunktion ist linear! (2.3/5)

sin(Aa) # Asina (2.3/6)

cos(Aa) # A cos (2.3/7)

Periodizitét: sin(a + 360°) = sin « (2.3/8)

cos(a + 360°) = cos « (2.3/9)

Symmetrie: sin(—a) = —sina (2.3/10)

cos(—a) = cosa Il Unterschiede (2.3/11)

Verschiebung: sina = cos(a — 90°) (2.3/12)
Nullstellen: sina =0 fiir o = 0°;180°;360°...

(2.3/13)

cosa =0 fiir o =90°;270°;450°. ..
tana =0 fiir sina =0

( )
( )
tan o undefiniert fir sihna =0 (2.3/16)
Pythagoras: (sina)? 4 (cosa)? =1 ( )

A
N sin «v tan o COSQ
/ ‘

—-360 —2Y0 — 9 0 360 «

Hinweis: Fiir viele Belange ist es praktischer, die Winkelfunktionen im bogenmafs zu
nutzen.

Ist o im Grafmaf und ¢ derselbe Winkel im Bogenmaf, so gilt

2w 360°
o = %
360° 2w

(p:

C Modell: Krifteparallelogramm
Rechteck zeichnen mit ﬁN 1 ﬁH

Drehen zeigt, wo « liegt.
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Ansatz: |Fy| = |Fg| cos a
|Fr| = |Fe|sina

Wir verwenden Einheitsvektoren €y und € in Richtung von F v und F H.

Fy = |ﬁgl COS Q€N = Mg COS QAN (2.3/19)

Fy = |Fg|sinaéy = mgsinaéy (2.3/20)

Priifen: |Fy + Fy| = |mg cos aéy 4+ mgsin aéy| (2.3/21)

= mg| cos a€n + sin a€y| (2.3/22)

Soll = g sein. = mgy/(cos @)? + (sin a)? (2.3/23)
=mg (2.3/24)

E Rechnen

Die Miinze rutscht, sobald |Fg| > | Fiag] ist:

|Frr| = mgsina (2.3/25)

|FHaft| = /«LHaft’FN| = HUHaftTg COS & (2'3/26)

Damit: |FH| > ’FHaft| (2.3/27)
MGSin o > [IHaf 112G COS O (2.3/28)
pttate < 2~ tana (2.3/29)

= a =~ 30,96° (2.3/30)

R Interpretieren

Ausprobieren!

2.4 Basketball

Frage

Alice steht an der Drei-Punkte-Linie vor dem Basketballkorb. Sie hélt
den Ball horizontal d = 6,75 m von der Mitte des Basketballkorbes
entfernt und hg = 2m tber dem Boden und wirft unter einem Winkel
von a = 45° zur Horizontalen so, dass der Ball direkt in den Korb

fillt (H = 3,05m).

d=6,75m

a) Welche Abwurfgeschwindigkeit sollte Alice wahlen?
b) Wie lange ist der Ball in der Luft?
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A Werkzeug: Ortskurve

Wir erstellen eine Funktion mit Definitionsbereich D = Rs (Zeitangabe in Sekunden)
und Wertebereich W = (Rm)? (Orte im Raum), wobei wir uns auf die vertikale Ebene
beschrénken, in der der Ball fliegt.

C Modell: Beschleunigte Bewegung

Die allgemeine Formel fiir eine beschleunigte Bewegung (bekannt aus der Schule) lautet

L o
s(t) = —at”* +vot + s 2.4/1
Ort zum . (t) 5 0\ O Ort zu Beginn (2.4/1)

Zeitpunkt ¢ /
Beschleun Anteil der
eschieunIgungs- Startgeschwindigkeit
Anteil

Diese Formel kann in 2D verallgemeinert werden zu
« . 1o, o .
JOrtskurve’ ——7(4) = 5tza, + 15+ 7 (2.4/2)

Dabei ist 7(t) eine Funktion, die der Zeit ¢ den Ort 7 des Balles in der betrachteten Ebene
zuordnet.

Wir wéahlen nun ein passendes Koordinatensystem:

r d 1
In diesem Koordinatensystem sind einige Gréfsen zu bestimmen:

Erdbeschleunigung: g nach unten (2.4/3)

0
=a= < ) (2.4/4)

-9
Abwurfgeschwindigkeit: Uy = vg <C.OS a> (2.4/5)

sin «
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Mit diesen grofen kann dann die Ortskurve aus (2.4/2) zusammengesetzt werden. Sie

lautet dann
1,70 cos
F(t) = = 2.4
7(t) 2t <—g> + tvg (sina) (2.4/6)

Als weitere Information ist gegeben, dass der Ball den Korb (an Position 7 = ( Adh)) trifft.
Dies geschieht zu einem (noch unbekannten) Zeitpunkt ¢;:

i) = 560 )+ (00) = (1) 2.4/7)

E Rechnen

In (2.4/7) muss jede der beiden Komponenten ,passen”. Wir kénnen also schreiben:

tivgcosa = d

(2.4/8)

1
—ggt% + t1vgsina = Ah

das geht, da t; > 0
Erste Gleichung umformen: vy = d / (2.4/9)

t1 cos
1 :
Einsetzen in zweite Gleichung: — — gt i sina = Ah (2.4/10)
2 t1 cosa
—12¢gt? + dtana = Ah (2.4/11)
2dt —2Ah
Sty = + \/ ano; = 1,07799s (2.4/12)

/{a(tl > 0 wahle Lésung mit ,,+.
Fiir den anderen Aufgabenteil bentigen wir noch vg. Das erhalten wir durch Einsetzen

von (2.4/12) in die erste Gleichung von (2.4/8):
=1 @ \/ J (2.4/13)

"~ tycosa cosa \l 2dtana — 2Ah
= 8,85m/s (2.4/14)

R Interpretieren

Die Werte wirken zunéchst plausibel. Die Wurfzeit konnte man z. B. bei einer Videoauf-
nahme ablesen.

Allerdings muss gesagt werden, dass das hier gewihlte Modell dne Luftwiderstand und
die Reibung aufser acht lasst, so dass die reale Abwurfgeschwindigkeit und die reale
Flugdauer jeweils etwas hoher liegen miissten. Auch beriicksichtigt das Modell keine
Kollisionen z. B. mit dem Ring oder dem Brett und auch keine Eigenrotation des Balles —
flir Bananenflanken im Fufsball ist es nicht geeignet.
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2.5 Karussell

Frage

kleiner Teller

Ein Karussell ist so aufgebaut, dass jeweils drei Gondeln auf einem kleinen
Teller montiert sind, der rotiret. 3 dieser Teller sind auf einem groften Teller
montiert, der ebenfalls rotiert.

Geben Sie die Ortskurve 7(t) fiir eine Gondel an, wenn die kleinen Teller 1-
mal pro Sekunde und der grofse teller 1-mal pro 5 Sekunden eine Umdrehung
vollfithrt. Der Rotationsmittelpunkt der kleinen Teller befindet sich 2m
von den Gondeln und 4 m vom Mittelpunkt des grofien Tellers entfernt.

A Werkzeug: Polarkoordinaten

Ein Punkt auf dem Einheitskreis mit Winkel ¢ hat die Koordinaten

. Cos ¢ @
= 2.5/1 =
o) = (nF) (25/1) E
w >
Vergrofern wir den Kreis auf Radius R, hat er nun die Koordinaten cosp
. cos ¢
R)=R 2.5/2
re.m) = (57 (252
Soll der Kreis nun zusétzlich einen anderne Mittelpunkt p haben, ist
B cos B Umrechnung
mle,R.p) = R sin @ (2.5/3) | Kartesisch in Polar:

r =22+ 92 tanp = ¥
Polar in Kartesisch: r

Steht der Mittelpunkt (,,Pol“) des Kreises fest, kann die Position eines .
T =rcosp, y=rsing

Objektes durch R und ¢ (Abstand und Richtung vom Pol) eindeutig
festgelegt werden.

C Modell
Betrachten wir zunéchst die Gondel auf dem kleinen Teller. Hier ist Ry = 2m.

Der Winkel ¢ veréndert sich mit der Zeit. Eine gleichférmige Rotation kénnen wir mit

o(t) = wt beschreiben. (2.5/4)
t ,Winkelgeschwindigkeit

Damit ist die Position der Gondel auf dem kleinen Teller

P () = R <C°S°"1t> (2.5/5)

sinwit

26



Der Kreismittelpunkt p des kleinen Tellers beschreibt nun wiederum einen Kreis auf dem

grofen Teller:

Insgesamt also

Dabei ist

R Interpretieren

Diese Kurve kann z. B. mit einem CAS-System geplottet werden:

. cos wat
t)=R
pt) 2 (sin wgt)

R1:2m R2:4m
2T 2T

w; = — w9y = —
! 1s 2 58
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3 Differential- und Integralrechnung

3.1 Steigfdhigkeit

Ein PKW kann auf guter Strecke maximal eine Steigung von
a = 25° bewéltigen. Dieser PKW versucht, eine Passstrafie zu h(z)
erklimmen, die das Hohenprofil

B 2e*
14

h(x)

Bis zu welcher Stelle zyax kommt der PKW im Optimalfall?

hat. (3.1/1)

']

C Modell: Steigung und Steigungswinkel

Die Steigung einer Kurve kénnen wir verstehen als die Steigung der Tangente in
dem jeweiligen Punkt.

Da eine Tangente mit der Geradengleichung

flz)=mz+n (3.1/2)

einen Steigungswinkel von « = arctan(m) hat, konnen wir statt a = 25° auch
m = tan(a) = 0,466 als Steigung angeben.

A Werkzeug: Ableitung

Da die Steigung einer Kurve nicht tiberall gleich ist (an unterschiedliche Punkte
kann man verschiedene Tangenten anlegen), muss jeweils fiir jeden Punkt eine
Steigung angegeben werden.

Wird die Kurve durch die Funktion f(x) beschrieben erhélt man die Tangenten-
steigung im Punkt x als die Ableitung von f:
. . . d
Schreibweise: Ortsableitung;: flx) ~ f’(az),dﬁ, %
Zeitableitung: f(x) ~ f(x), d—{, %

Definition iiber die Sekantensteigung: Wir suchen f'(zg) (z¢ fester Punkt).
Dazu wahlen wir ein x, so dass die Punkte P = (x; f(z0)) und @ = (z; f(z))
auf dem Graphen der Funktion f liegen.

P
Die Sekante durch diese beiden Punkte hat nun die Steigung
gg = 18 = 1 (&0) (3.1/3) @
T — T
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anders konnten wir auch Ax = x — xg schreiben, dann ist

Meek = f(xO + AA:UJ)‘ — f(-rO) (3‘1/4)

Wenn wir nun @ in Richtung P verschieben, also Ax immer kleiner machen, néhert sich
die Sekante der Tangente an:

f(zo+ Az) — f(z0)
N (3.1/5)

!

Achtung! Nicht einfach durch Ax = 0 teilen!

/ . .
o) = Mian = lim Mmgex = lim
f( O) tan o sek P

Konkretes Beispiel fiir die quadratische Funktion tY
Wir wéhlen f(z) = 22
P=(1;1)
Q= (14 Azx; f(1+ Ax))
Damit kénnen wir schreiben: Ay = f(1 + Az) — f(1). Q
Ax
1+ Az)— f(1
Mgek = f+ Aa;): /) ,Differenzenquotient” (3.1/6)
(14+Ax)?2 —12 124 2Az + Az? — 12
- Az - Az (8:1/7)
=2+ Ax (3.1/8)
damit: Mmian = lim 24+ Az =2 (3.1/9)
Az—0

Und fiir den allgemeinen Fall:

flz+ Ax) — f(x)

/ —

o= Jim 31710
(4 Az —a?
= Ay

2?24 2¢Ax + Ax? — 22

= dm, R a1/8
= Algicgo 2z + Ax (3.1/13)
=2 (3.1/14)
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Ableitung einfacher Funktionen

Fiir viele ,einfache” Funktionen kann man die Ablei-

tung in der folgenden Tabelle ablesen. Es hilft bei der praktischen Arbeit, moglichst
viele dieser Ableitungen auswendig zu konnen. Hergeleitet werden diese Ableitungen nach
einem &hnlichen Muster wie oben am Beispiel gezeigt.

f@) | S
c=konst | 0
x" ra” ! gilt fiir alle r € R
1 2.B. f(z) = Vx =2 f(z) = Y2} /? = 51
v NG
sinx cos x Ableitungen fiir die Winkelfunktionen
cosx —sinz  so nur im Bogenmaf!
tan x = Cosl% Achtung! Definitionsliicken bei x = § +nJ
e’ e’
a” e’lna  fliira >0
Inx Uz firx >0

Ableitungsregeln

Mit den folgenden regeln kénnen zusammengesetzte Funktionen abge-

leitet werden, sofern die Ableitungen der jeweiligne Teilfunktionen bekannt sind.

Eine Konstante bleibt erhalten

Summenregel

/ — 1
g(x)= Jim

= lim
Az—0

cf(z) mit ¢ = konst
cf(z+ Azx) — cf(z)

Az—0 Az
A _
YR SR

9(x) = a(x) + b(x)

a(z + Az) + b(x + Az) — a(x) — b(x)
Az
a(x + Azx) — a(x) N b(x + Az) — b(z)
Az Az

=ad'(z)+V(2)
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Produktregel

9(z) = a(z)b(z) (3.1/22)
J(x) = AI;IEO a(z + Az)b(x Zf:ﬁ) —a(x)b(x) (3.1/23)
=0
— lim a(x + Az)b(z + Azx) — a(z)b(z) + [a(z + Ax)b(x) — a(z + Ax)b(x)]
Az—0 Ax
(3.1/24)
—a(x) —b'(x) —a’(x) —b(x)
a(x + Az) (b(x + Az) — b(x))  (a(z + Azx) — a(z)) ?).(/x\)
- Algizgo e Ax + Ax (3:1/25)
= a(z)V (x) + d'(z)b(x) (3.1/26)

Quotientenregel (Herleitung durch Anwenden der Produktregel auf g(z) = a(z)- Wlx))

gle) = =2 (3.1/27)

J(a) = (3.1/28)

(b(z)) = (aob) (z) (3.1/29)
(3.1/30)

~
—~
S
—
S
~
~—
(o
~
—
S
~

C Modell

Der PKW kommt bis zu der Stelle, an der zum ersten Mal h/(z) > tan o = m ist.

E Rechnen
Wir bendtigen die Ableitung von

h = 3.1/31
@) =1 (31/31)
Dazu bestimmen wir
d €T d T __ x
d . d d B .
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und wenden dann die Quotentenregel an:

2e”(1 + %) — 2e%e”

B (z) = 1t c ) (3.1/34)
_ 2 ?1?2;;226% (3.1/35)
= Trep _2:’;)2 (3.1/36)
Wir suchen nun das z, fiir das gilt
i —Qf;)? —m (3.1/37)

Damit die dabei auftretenden Formeln etwas iibersichtlicher wreden, verwenden wir im
folgenden E = €”. (Das nennt man ,Substitution®.) Dann ist

2F
2F = m(1+ E)? = m 4 2mE + mE? (3.1/39)
Umstellen:mE? + (2m — 2)E = —m (3.1/40)
2m — 2

R g | (3.1/41)

~1 ~1\°
Quadratische Gleichung l6sen: E = L (m) -1 (3.1/42)

m m

Mit den gegebenen Werten ist m = tan o = 0,466 und damit ist mﬁfl = —1,144. Einsetzen
ergibt die beiden mdéglichen Losungen fiir F:

E, =1,7011 E_ =0,5878 (3.1/43)

Substitution riickgéngig machen: z = In E
x4 = 0,5313 x_ =—0,5313 (3.1/44)
h(zy) = 1,2596 h(z_) =0,7404 (3.1/45)

R Interpretieren

Wir tragen die gefundenen Stellen in ein Diagramm ein:
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xTr_ Ty
Augenscheinlich ist die Stelle x_ gesucht.

3.2 Beschleunigung und Kraft

Frage

Ein Auto fahrt auf glatter Fahrbahn (x = 0,3) durch eine Kurve (kreisférmig, R = 20m).
Bei welcher Geschwindigkeit v wird das Auto aus der Kurve fliegen?

C Modell: Reibung und Zentripetalkraft

Das Auto fliegt aus der Kurve, sobald die Reibungskraft Fr = uFg = umg kleiner als die
bnedtigte Zentripetalkraft wird. Diese Kraft ist F' = ma, wobei @ die Bahnbeschleunigung
meint. Es ist @ = ¢ mit ¥ = 7.

A Werkzeug: Zweite Ableitung

Bestimmt man zu einer Funktion f die Ableitung f’, so ist dies wieder eine Funktion,
deren Ableitung f” die ,zweite Ableitung” von f ist.

Schreibweise: f(ﬂj) ~ f/(l‘) ~ f”(gj) ~ f”/(:zj) S f(n) (J;)
r(t) ~ 7(t) ~7(t) ~ r(t ~ L
x 2f(x 3f(z nflx
fle) d];} >) 3 déi];(g)) 3 d9];”<(3>) T dd];} >)
dr(t d=r(t d°r(t d™r(t
T(t) Mg Y g Y gl Y e Y g
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C Modell
Das Auto durchfahrt die Bahnkurve

0 =r(5) 3:2/)
wobei w = & ist
7(t) = R(Z:((}%z))) (3.2/2)

Und esist @ = 7.

Insgesamt ist die maximale Geschwindigkeit also bei

Fg = |F| (3.2/3)
pmg = |md| = |mr erreicht. (3.2/4)
E Rechnen
cos wt
r(t) = 3.2/5
() R<Sinwt> (32/5)
. —sinwt
r(t) =wR 3.2/6
it =) (3.2/6)
SN apfTCoswt) o
(t) =w R(—Sinwt> = —wr(t) (3.2/7)
ot | apfcoswty| 9
|mr(t)| = ‘ mw R<Sinwt>' = mw’R (3.2/8)
Gleichsetzen:
mw’R = pmg (3.2/9)
11g
=4/ = 3.2/10
= w= ke (32/10)
= v = Rw=+/Rug = 7,67Tm/s = 27,6 km/p (3.2/11)

R Interpretieren

Auf glatter Strafe wirkt die Geschwindigkeit plausibel. (Ausprobieren diesmal nicht
empfohlen!)

Das entspricht w = /5 = 0,38 1/s.
Dauer fiir einen kompletten Kreis: T = 2% = 16,38 s (ebenfalls plausibel).

w
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3.3 Optimierung

Frage

Bob erreicht beim Bogenschiefien eine maximale Abschussgeschwindigkeit von vy = 75 m/s.
Wie weit entfernt kann er ein Ziel (auf Abschusshohe) gerade noch treffen und unter

welchem Winkel muss er schieRen?

C Modell

Die Ortskurve des Pfeiles ist

1 m/g2
"(t) = 5t (0 / ) + vt (Cf)s O‘)
—g sin o

Wir suchen zunéchst die allgemeine Wurfweite z,.x in Abhéngigkeit von a.

E Rechnen

Zum Zeitpunkt . wird das Ziel an der Position zny,x erreicht.

Tmax 1, 0m/s2 CoS o
=t bmax| .
<Om> 2 max( —g + Y0tmex | ina

Tmax
1. Komponente: Zmax = Votmax COS X < tmax =
o}
Vo COS (v
1 2 .
2. Komponente: 0Om = 5 Glinax T Votmax Sin o
1 J:2 Tmax .
Om=—-g— ma’; Vg sin «
27 v3 cos® a V0 COS (v
1 x2
Om=—= % + Tmax tan o
27 v; cos® a
202 cos? atan o
2 0 _
Thax — Tmax = 0m
g
mit cos? o tan o = cos? aigég = sin o cos «
9 21}8 sin o cos &
Tax — Tl'max =0m

Diese quadratische Gleichung hat die beiden Lésungen

21)3 sin o cos av
g

Lmax = Om Lmax =

Die erste ist der Abwurfpunkt, die zweite ist die gesuchte maximale Wurfweite.
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(3.3/7)

(3.3/8)

(3.3/9)
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A Werkzeug: Lokale Extrempunkte

Hat eine Funktion f(z) ein lokales Maximum (also eine Stelle z¢ so,
dass f(zo £ Ax) < f(zo) fir kleine Az gilt), so ist die Tangente in

diesem Punkt horizontal: f’(z) = 0.

Schaut man sich f/(z) an, so ist f’ in der Umgebung von z fallend,

also ist f"(xzq) < 0.

Im Falle eines lokalen Minimums gilt entsprechendes mit vertauschten

Vorzeichen.

Zusammengefasst:
f'(zo) =0A f'(z9) <0 = lokales Maximum
f'(zo) =0A f'(z) >0 = lokales Minimum
(o) =0A f'(z9) =0 = Sattelpunkt

C Modell

Wir haben in (3.3/10) die Funktion @pax(c).

s f(@).f'(2)
f(x)
7 \
To\f'(x)
(3.3/11)
(3.3/12)
(3.3/13)

. 2 .
Wir suchen nun o,y so, dass %xmax(amax) = 0m und %xmax(amax) < Om ist. Anders
gesagt: Wir suchen den Winkel ayax, bei dem 2.« ein lokales Maximum hat.

E Rechnen

dz 202 .
—max — 20 (cos? a — sin? )
g

da
PTmax 203 . .
5 = —(—2cosasina — 2 sin « cos )
da g
8vg .
= ———sinacos
g
Suche nun o,y mit
dZmax
1o (max) = 0m
202 .
=20 (cos2 Opax — Sin> Omax) = 0m

& cos? Olnax = sin? Olnax

2
ol — SN Qipax

= 3 = tan® Omax
COS* Umax
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Dies gilt (fiir amax € [0°;90°]) fiir

Qmax = 45° (3.3/21)
Probe mit der zweiten Ableitung:

d2 max 8 2

dxa; (Omax) = —% sin(45°) cos(45°) (3.3/22)
=1/2

41)(2)
=——<0 (3.3/23)

g

Es handelt sich also wirklich um ein lokales Maximum.

R Interpretieren

Die maximale Wurfweite wird nach diesem Modell bei o = 45° erreicht. Luftwiderstand
und dhnliche Effekte werden nicht beriicksichtig.

3.4 Arbeit im Gravitationsfeld

Frage

Ein Satellit (m = 10*kg) soll von der Erdoberfliche (Rg = 6380 km) in einen geostatio-
niiren Orbit (Rp = 36 - 10°m) gebracht werden.

Welche Arbeit ist dazu notig?

C Modell: Arbeit
Arbeit ist Kraft (hier betragsmafig gleich der Gravitationskraft) mal Weg (hier Hohe).

yFa(R)

Problem: Kraft dndert sich mit der Hohe:

Fo(R = Rg) = fym};m —90,837-10*N (3.4/1)

m b;n Skizze nicht
Fo(R = Rp) = v REQ =0,3089 - 10*N (3.4/2) mafstabsgerecht!
O

Wobei v = 6,674 - 1011 m®/kg.s2 die Gravitationskonstante und mp =
6 - 10** kg die Erdmasse ist.
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A Werkzeug: Riemann-Integrale

Idee: Wir betrachten jeweils nur ein kurzes Wegstiick Ah, auf dem die Kraft in etwa
konstant bleibt und addieren die so erhaltenen Arbeiten auf:

N N
Wees = Wi =Y Fa(R;)-Ah (3.4/3)
i=1 =1
Ah Ah
Ah
Ah Ah A
REg Ro REg Ro

Im Vergleich der beiden Skizzen sieht man, dass die Abschétzung besser wird, je kleiner

Ah ist.

Der Grenzwert dieser Folge von F léchen—Annéherun%geirrg 8rr§xﬁaz}éen ist

Ah—0 Rg “~—~—

] Integrand

Untere Grenze

N Ro
lim " Fg(R;) - Ah = / Fg(h) dh | Integral® (3.4/4)
=1

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung hilft bei der praktischen Be-
rechnung;:

d xT
< / f(z)dz = f(z) (3.4/5)

d. h. Ableiten und Integrieren sind Umkehroperationen.

Wir benétigen also eine Funktion F(z) (,,Stammfunktion von f) mit

Fl(z) = f(x) (3.4/6)
dann st
/a " ) da = F(2) — Fla) (3.4/7)
Eine Kurzschreibweise ist
/ f@)dz = F(z) + C (3.4/8)

(C ist eine Konstante, die beliebig gewahlt werden kann, da sie beim Ableiten wegfallt.
Zu f(z) gibt es also beliebig viele Stammfunktionen, die sich in C' unterscheiden.)
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Wichtige Stammfunktionen

f(x) [ f(z)dz

" (n#1) n%rlx”“ +C
Yp=z! |In|z|+C

sin x —cosx +C
cos T sinz + C

e” et +C

Integrationsregeln sind gewissermafsen ,Ableitungsregeln riickwérts®
Konstanter Faktor

/ of(@)da = / (@) da (3.4/9)
Summenregel
/f(:z;) +g(z)da = /f(x) dz + /g(x) dz (3.4/10)

Partielle Integration

Ableitungs-Produktregel: (fg) = f'g+ fq' (3.4/11)
umstellen:  fg' = (fg)' — f'g (3.4/12)
integrieren: /f(x)g’(a:) dz = f(z)g(z) — /f’(x)g(a:) dz (3.4/13)
Beispiel 1: Partielle Integration bei der e-Funktion
//m«ezdx:xez/bezdm:xezeerC (3.4/14)
f(x) g () ~ g(z) = e"

Beispiel 2: Mehrfache partielle Integration bei Sinus und Cosinus

/sinx -e”dz =sinze” — [ coswze® dx (3.4/15)
oy L@ g e
= sinze” — cos xe” — /sinxez dz (3.4/16)
= 2/sinxew dz = sinze” — cosze” + C (3.4/17)
1
/sinmem dz = Eez(sinx —cosz)+C (3.4/18)
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Substitution (Kettenregel)
Idee: f(g(x)) = [ f'(9(x))g'(x) dx = [ f'(g(x)) 5 da.
Taktik: Passende innere Funktion ¢ finden und ersetzen.

Beispiel 1: Ohne Grenzen

/(1+21’)8dm:
Hier ersetzen wir u = 1 + 2z. Dann ist % =2~ dx = %du.
:/ugédu
11
=59 +C

Jetzt Ersetzung Riickgidng machen.

_ 1 9
—18(1-1-22:) +C

Beispiel 2: Mit Grenzen

1
/ ?\/223 + 4dx =
-1
Jetzt ersetzen wir u = 22° + 4. Also j—; =622 ~ dz = ﬁdu.
Die Grenzen sind dann entsprechend u(x = 1) = 6 und u(x = —1) = 2.
1 /6
= 7/ Vudu
6 /s
_ 12 gp°
63" |,
= %(6\[— 2v/2)
C Modell
Es ist
Ro Ro mpem
W:/ FG(R)dR:/ y—Z = dR
RE RE R
E Rechnen
W =~ymgm -5 AR
rp I
1 |fo
= —ymgm—
R RE
1 1
YmE Ro  Rp
=5,16-10'"J
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(3.4/28)

(3.4/29)

(3.4/30)

(3.4/31)



R Interpretieren

Das hier genutzte Modell ist sehr einfach, es beriicksichtigt nur die Energie fiir den
Satelliten an sich. In der Realitdt muss man zusétzlich eine Rakete in den Orbit beférdern.
Mit der Rakete muss Treibstoff mit. Und um den Treibstoff zu beférdern muss man noch
mehr Energie aufwenden, dafiir muss mehr Treibstoff mit ...

3.5 Star Trek

Frage

Catherine ist Raumschiffkommandantin geworden. Thr neuartiges Raumschiff soll auf
der Erde so viel Energie bekommen, dass es das Gravitationsfeld der Erde vollstédndig
verlassen kann.

Wie viel Energie ist das?

C Modell

Hat das Raumschiff die Masse m, so ist die nétige Arbeit, um es ,unendlich weit“ von der
Erde zu entfernen

o

mpgm
W = vy dR (3.5/1)
Ry I
Frage: Ist das tiberhaupt eine endliche Zahl?
A Werkzeug: Uneigentliches Integral
Integrale dieser Art verwenden wir wie folgt
9] b
Definition: / f(z)dz = blim / f(z)dz (3.5/2)
a —00 Ja

Beispiel 1: Integral tiber 1/22

[eS) b .
1 dr = lim 1 dr = lim 1 (3.5/3) gesuchte Flache
a 72 b—oo J 2 b—oo zl,
1 1 1
= lim — — - = — 3.5/4
AT SN
" ¥
Beispiel 2: Integral iiber 1/»
> 1 1 b
/ —dz = lim —dz = lim In|z| (3.5/5)
a T b— o0 a X b— oo a
= blim In|b| —Inja| — co (Grenzwert existiert nicht!) (3.5/6)
—00
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Diese Technik kann man auch bei anderen Flachen anwenden, die sich ,,bis ins Unendliche®

. gesuchte Flache
ziehen: »

Beispiel 3: Integral tiber /=

b q ‘ b q ' b
/0 ﬁdm:i%L ﬁdx_i%Qﬁa (35/7) 7 /
= lim 26— 2v/a = 2V (3.5/8) b
a—

Beispiel 4: Integral tiber 1/22

b q _ b . 11
/(; ﬁdx:ilg%) ) ﬁdx:ili%_ia (3.5/9)
= lii%% — % — 0o (Grenzwert existiert nicht!) (3.5/10)
E Rechnen
oo
mem
W = ¥ ? dR (3.5/11)
REg
- (3.5/12)
= ymgm —dR 3.5/12
Rp B?
mEm
= 3.5/13
Ve (35/13)
= m - 6,276 - 107 I/xg (3.5/14)

R Interpretieren
Fiir einen Satelliten (m = 10%kg) ergibe sich z. B. W = 6,276 - 10! J.

Das erscheint sehr wenig — es sind nur ca. 10'* J mehr als bis zur Geostationiren Bahn!

C Modell: System Erde und Sonne

Bisher haben wir nur das Gravitationsfeld der Erde beriicksichtigt. Die Erde selbst befindet
sich aber im Gravitationsfeld der sehr viel massereicheren Sonne. Es ist also

Wges = Wkrde + WSonne (35/15>

eben berechnet Flugstart bei
Rg = 149 - 10° m (Bahnradius)
ms = 2 - 103 kg (Sonnenmasse)
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E Rechnen

WSonne _/ ’ymsgn dR (35/16)
rg I
o

1
= ymgm — dR (3.5/17)

rs I?
=m - 8,958 - 108 J/kg (3.5/18)
Wees = m - 9,586 - 10° I/kg (3.5/19)

R Interpretieren

Wir erhalten fiir einen Satelliten (m = 10*kg): W = 9,5 - 10'2 J.

Fiir das Raumschiff Voyager (Star Trek) mit m = 1,5-109kg: W = 1,43 - 108 J.
Zum Vergleich: Der Weltenergiebedarf betrug 2010 505 - 1018 J.

3.6 Pendelschwingung

Frage

An einer Sprungfeder (Federkonstante D = 2N/m) héngt ein Gewichtsstiick (Masse
m = 50g). Das Gewichtsstiick wird etwas ausgelenkt (rg = —2cm). Wie schnell
(Frequenz o. 4.) schwingt das System?

C Modell: Kraftebilanz

Strategie: Wir betrachten die wirkenden Krifte und versuchen, mittels F =md=mr
auf 7(t) zu kommen.

Wirkende Krafte:

Gewichtskraft: Fg = —mg ignorieren wir zunéchst (3.6/1)
Federkraft: Fp = —Dzx (3.6/2)

Damit ist
—Dzx = ma = mi (3.6/3)
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A Werkzeug: Differentialgleichung

Eine Gleichung, in der die Ableitung der gesuchten Grofe (ggf. neben der Grofe selbst)
vorkommt, heifst Differentialgleichung. Diese kénnen weiter untergliedert werden:

Grad der DGL gibt die hochste vorkommende Ableitunng an (z. B. ist (3.6/3) eine DGL
2. Grades)

Linearitdt gibt an, ob die Ableitungen von x in héherer Potenz vorkommen. Lineare DGLs
enthalten jede Ableitung nur in der 1. Potenz (z.B. & 4+ @ + x = 0). Nicht-lineare
DGLs enthalten auch z.B. Terme wie (z)%, (i) o.4. Lineare DGLs haben eine
Reihe Eigenschaften, die bei der Lésung hilfreich sind.

Homogene lineare DGLs sind von der Form

-+ A+ B +Cx =0
Inhomogene lineare DGLs sind von der Form

o+ A+ B +Cx=D#0 (schwieriger zu 16sen)

Losungsstrategien Es gibt verschiedene Losungsstrategien fiir DGLs:

Losung ,raten (besonders, wenn man eine gute ,Idee hat, weil man das System z. B.
physikalisch kennt)
Wichtige Kandidaten sind:

Y =c sy=cx+ A
v =y =y = Ae”
—y =y = y=Asinz,y = Acosz
v+ =y =y = Ae®sinz,y = Ae” cosx

CAS benutzen (funktioniert nicht in der Klausur)

Losungsverfahren anwenden Es gibt verschiedene Losungsverfahren fiir einzelne Grup-
pen von DGLs. Eines davon, die Trennung der Variablen, wird im néchsten Abschnitt
angewandt.

Besonderheiten von homogenen, linearen DGLs

1. Es gibt mehrere Losungen:
Ist y eine Losung, dann ist Ay fiir alle A € R auch eine Losung.
2. Eine homogene DGL n-ten Grades hat n unabhéngige Lésungen.
z.B. hat —y” = y die Losungen y; = Asinz und y2 = A cosz (wobei ,unabhingig*
heifst, dass sich y; nicht als By, fiir B € R darstellen lasst).
3. Die Summe zweier Losungen ist wieder eine Losung.
z.B. ist auch y = Asinx + Bceosz (A, B € R) eine Losung von —y” = y.

Welche Spezielle Losung jeweils gesucht ist, kann mit der Angabe von Rand- oder
Anfangsbedingungen festgelegt sein.
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C Modell: DGL mit Anfangsbedingungen
Wir suchen die spezielle Losung fiir
—Dx =mi mit z(0s) = —2cm (3.6/4)
und #(0s) = 0m/s
E Rechnen
Wir ,raten als Ansatz
x(t) = Asinwt + B coswt (3.6/5)

Grund: Es handelt sich um ein schwingféhiges System (harmonische Schwingungen werden
durch Sinus und Cosinus dargestellt) und die Liste der Kandidaten spricht auch dafiir.

Nun miissen passende A, B und w gefunden werden. Dazu bestimmen wir zunéchst das
bendtigte &:

#(t) = Aw coswt — Bwsin wt (3.6/6)
#(t) = —Aw? sinwt — Bw? coswt (3.6/7)
Einsetzen in die DGL:
—Dx = mi (3.6/8)
—DAsinwt — DB coswt = —mAw? sinwt — mBw? cos wt (3.6/9)
—D(Asinwt + B coswt) = —mw?(Asinwt + B cos wt) (3.6/10)
= —D = —mw? (3.6/11)
w== % (3.6/12)
Einsetzen in die erste Anfangsbedingung:
z(0s) = Asin(w - 0s) +Bcos(w - 0s) = —2cm (3.6/13)
=sin(0)=0 =cos(0)=1
= B =—-2cm (3.6/14)
Einsetzen in die zweite Anfangsbedingung:
#(0s) = Awcos(w - 08) —Bwsin(w - 0s) = 0m/s (3.6/15)
=1 =0
= Aw = 0m/s (3.6/16)
wegen w #0: A=0m (3.6/17)

Zusammenfassend haben wir damit die gesuchte spezielle Losung:

x(t) = —2cm cos (”/2) (3.6/18)
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R Interpretieren

Die Schwingfrequenz ist dann f = 5= = ~ 2D7T/m = 1,006 Hz.

Problem: Gravitation wurde noch nicht beriicksichtigt, hat aber ganz offensichtlich einen
Einfluss auf das System.
C Modell: Mit Gravitation
Mit Gravitation lautet die DGL nun
—Dx —mg = mi (3.6/19)
mi + Dx = —mg (3.6/20)

~——
DGL ist jetzt inhomogen!

A Werkzeug: Inhomogene, lineare DGLs
Auch inhomogene, lineare DGLs haben Besonderheiten:

1. Keine der o.g. Besonderheiten von homogenen linearen DGLs trifft zu.
2. Jede Losung einer inhomogenen linearen DGL hat die Form
allgemeine Losung der homogenen DGL
+ eine spezielle Losung der inhomogenen DGL

= allgemeine Losung der inhomogenen DGL

E Rechnen
Allgemeine Losung von mZ + Dx = 0 war z(t) = Asinwt + B coswt mit w = 1/ D/m.

Wir raten nun eine spezielle Losung von mi + Dz = —myg:
Idee: z(t) =c (Pendel bewegt sich nicht) (3.6/21)
i(t) =0 (3.6/22)
Z(t)=0 (3.6/23)
Einsetzen in die inhomogene DGL:
m -0+ Dc=—mg (3.6/24)
mg
o= (36/25)
Damit ist x(t) = —"3 eine spezielle Lésung der inhomogenen DGL.
Insgesamt ist damit die allgemeine Losung von
mi + Dx = —mg (3.6/26)
D
x(t) :Asinwt%—Bcoswt—% mit w =4/ — (3.6/27)
m
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R Interpretieren

Der Ausdruck —73 entspricht genau der Strecke, um die die Feder beim Anhéngen des

Gewichtsstiickes langer wird.

Das sonstige Schwingverhalten &ndert sich aufgrund der Gravitation also nicht!

3.7 Die Tee-DGL

Frage

Ich fiille meinen Tee mit Ty = 95°C in eine Kanne. Nach t = 3h ist er auf 773 = 25°C
abgekiihlt.

Zu welchem Zeitpunkt hétte ich den Tee bei einer Temperatur von To = 65 °C trinken
koénnen?
C Modell: Temperaturdanderung aufgrund von Energieverlust

Die Temperaturabnahme geschieht aufgrund von Energieverlust an die Umgebung. Die
Verlustrate betragt

E = KTgg = K(T — Ty) (3.7/1)

mit der Temperaturdifferenz Ty zwischen Tee und Umgebung (7T = 20°C). K héngt
von der Isolierung der Kanne ab.

Die Energieinderung E(t1) — E(tg) ist proportional zur Temperaturédnderung:
E(t1) — E(to) = C(T(t1) — T(to)) (3.7/2)
wobei C' von der Menge des Tees abhéngt (hier also konstant ist).

Zusammen ergibt sich also die DGL

T = —k(T — Ty) (3.7/3)
baw. T+ kT = kTy Inhomogene DGL (3.7/4)
T+ kT =0°Cfs zugehorige homogene DGL (3.7/5)

A Werkzeug: Trennung der Variablen

Zur Losung der homogenen DGL verwenden wir in diesem Falle das Verfahren der
»Irennung der Variablen®“. Dazu sind folgende Schritte notig:

1. Schreibe alle Ableitungen als ‘é—f 0. &.
2. Forme so um, dass die eine Grofe (z. B. z) auf der einen und die andere Grofe (z. B.

t) auf der anderen Seite des Gleichheitszeichens stehen.

Tu dabei so als sei % ein ganz normaler Bruch.

3. Ergénze Integrationszeichen und integriere.
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E Rechnen

Schritt 1:
dT
= kT =00 (3.7/6)
dt
Schritt 2:
dT
— = —kT 3.7/7
- (3.7/7)
dT
—— =dt 7
— (3.7/8)
Schritt 3:
dT
—— = [ dt 3.7/9
“a- (3.7/9)
1
— T =t+C (3.7/10)
Umformen nach T'(t) InT = —kt+C (3.7/11)
T(t) = e - ek (3.7/12)
T(t) = Ce * allgemeine Losung der homogenen DGL
(3.7/13)

Nun suchen wir noch eine spezielle Losung der inhomogenen DGL
T+ kT = kTy (3.7/14)

Ansatz: Tee hat Umgebungstemperatur (und kiihlt deswegen nicht weiter ab)

T="Ty (3.7/15)
T =0°C/s (3.7/16)
Einsetzen:
0°Cls + KTy = KTy (passt) (3.7/17)
Damit ist die allgemeine Losung von
T + kT = kTy (3.7/18)
gleich T(t) = Ce ™M+ Ty (3.7/19)

Nun nutzen wir die Randbedingungen, um C und k zu bestimmen:

T(0s) = Tp = 95°C (3.7/20)
= C’ek:)s +Ty = Tp (3.7/21)
= C=Ty—Ty="15°C (3.7/22)
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und

T(3h) =T, = 25°C
= T1=(To—Ty)e ™ + Ty
o kBl _ T -1y
To — Ty

T — Ty
—k-3h=1
3 H<T0—TU>

P S ) e
T30 "\ Ty~ Ty

1
= —— - (— = 1
aq (~2708) = 0,0026 1/

Gesucht ist nun ¢ mit

T(ty) = Ty = 65°C
(T() — T[])eikt2 + TU = T2
e_th _ T2 - TU
Ty — Ty
. L (= Ty
= ——1n
2T\ Ty~ Ty
= 10,5659 h ~ 34 min

R Interpretieren

(3.7/23)
(3.7/24)

(3.7/25)
(3.7/26)
(3.7/27)

(3.7/28)

(3.7/29)
(3.7/30)

(3.7/31)
(3.7/32)

(3.7/33)

Die Tee-Temperatur néhert sich exponentiell der Aufentemperatur (die als konstant

angneommen wird) an.

Einfacher (weil homeogene DGL) wére es gewesen,
Tag=T —Ty zu setzen.
Dann ist ndmlich Tdiﬂ‘ = T und die DGL wird zu

Taig = —kTuig
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4 Theorien und Hypothesen

Physik ist eine empirische Wissenschaft, d. h. alle Aussagen miissen sich (prinzipiell)

durch Experimente priifen lassen.

werden erklart

Beobachtungen

Theorie

daraus
abgeleitet

gepriift

Abgrenzung
« - - Andere T@

Eine Theorie bringt vorhandene Beobachtungen und Messdaten in einen erklarenden und
ordnenden Zusammenhang. Sie kann z. B. iiber ihren Anwendungsbereich von anderen

Theorien abgegrenzt werden.

Um eine Theorie zu priifen, wird aus ihr eine Hypothese, d.h. eine Vorhersage zum
Ausgang eines noch nicht durchgefiihrten Experiments abgeleitet. Stimmen die experi-
mentellen Daten mit der Hypothese nicht {iberein, kann die Hypothese und damit auch
die Theorie als falsch angesehen werden. Die Theorie ist falsifiziert. Stimmen Hypothese
und Daten iiberein, kann daraus aber logisch nicht die Wahrheit der Theorie gefolgert

werden, sie konnte ja ein anderes Experiment falsch vorhersagen.

4.1 Messwiderstand und Temperatur

Frage

Ein Messwiderstand wird so hergestellt, dass er bei einer Temperatur Ty = 0°C
einen Widerstand von Ry = 1002 hat. Er kann zur Messung genutzt werden,
wenn seine Widerstandsénderung R — Ry proportional zu T — Ty ist und der

Koeffizient ?3:%? = 0,3851 2/°C betragt.

Priifen Sie, ob der Widerstand mit den angegebenen Messdaten dieses Kriterium
erfiillt.

50

T/°C | R/Q
0 | 100,0
20 | 107,5
25 | 109,6
30 | 111,3
35 | 1134
40 | 115,2
45 | 117,1




E Rechnen: Naiver Ansatz T/°C| R/Q | a/9c
Wir berechnen zunéchst o = ?,:?0 fiir die Messwerte. 20 107,51 0,375
0 25 | 109,6 | 0,384

Problem: Kein « ist gleich 0,3851 ©/°c! 30 111,3 | 0,377
35 113,4 | 0,383
40 1152 | 0,380
45 117,1 | 0,380

A Werkzeug: Messfehler

Es gilt die Grundregel: Jede Messgrofse ist messfehlerbehaftet!

Von dieser Regel existieren in der Physik keine Ausnahmen!

Der Messfehler bezeichnet den Unterschied

R = Rical + AR (4.1/1)

/ Realer Wert \ Messfehler

Messfehler kénnen in zwei Gruppen unterschieden werden:

Messwert

Systematische Messfehler fallen bei jeder Messung gleich stark aus und kénnen daher
rechnerisch beriicksichtigt werden.

Beispiel: Mein Tacho zeigt 10 % zu viel an
= Av = 0,10 (4.1/2)
Das Thermometer zeigt immer 2°C zu wenig an

= AT =-2°C (4.1/3)

Zufillige Messfehler fallen bei jeder Messung zufillig aus (z. B. durch Ablesen, Wackeln,
Spannungsschwankungen).

Hilfe zum Schatzen der Fehler beim Ablesen:

Thermometer (analog) Ohmmeter (digital)
25°C

107,5 ()
50°C bl AT = 0,5°C

AR=10,1Q

Merkregel: halbe Skala Merkregel: Letzte Stelle
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Fehlerfortpflanzung: Fehler einer Messgrofe beeinflussen auch die Genauigkeit der
aus dieser Messgrofse berechneten Werte! Deswegen muss eine Fehlerrechnung gemacht
werden.

C Modell: Minimax-Abschatzung

Wir nehmen AT = 0,5°C (also analoges Thermometer mit 1-°C-Skala) und AR = 0,12
(also digitales Ohmmeter) an. Nun bestimmen wir fiir jdes Messwertpaar den maximal
und minimal moglichen Wert fiir a:

R—-R
o= T_T(‘; (4.1/4)
_ (R+AR) — (Ry— AR)
Omax = T ATY (T + AT) (4.1/5)
_ (R—AR)— (Ry+ AR)
“min = (T ¥ AT) — (Tp — AT) (4.1/6)

(4.1/7)

Damit kann dann A« festgelegt werden als

Aa = max(a — Gumin; Omax — @) +Worst Case” (4.1/8)
T/°C | R/Q | a/?/°C | max/Y°C | amin/Y/°C | Aa/?/C
20 | 1075 | 0,375 0,405 0,348 0,030
25 | 109,6 | 0,384 0,408 0,362 0,024
30 | 111,3 | 0377 0,397 0,358 0,020
35 | 1134 | 0,383 0,400 0,367 0,017
40 115,2 | 0,380 0,395 0,366 0,015
45 | 1171 ] 0,380 0,393 0,367 0,013

Das Messergebnis wird nun fiir jedes Messwertpaar als

at Aa angegeben. (4.1/9)
also z.B. fir T =20°C: o = (0,38 £ 0,03) /°c (4.1/10)

Dabei wird der Messfehler auf maximal 1-2 signifikante Stellen angegeben. « selbst dann
auch nur so genau. Alle Stellen (Ziffern) dahinter kénnen aufgrund der Messung
nicht gerechtfertigt werden!

R Interpretieren

Die gemessenen « stimmen im Rahmen der Messgenauigkeit mit dem Referenzwert von
a = 0,3851?/°C tiberein.

Die angegebenen Fehler sind aber recht groft (zum Vergleich kann man hier relative Fehler
%betraeh‘cen: sie liegen zwischen 3,4 % und 7,9 %).
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C Modell: GauBlsche Fehlerrechnung

u y(x)
Wir versuchen, eine Messgrofe y(x) genauer abzubilden.
Dabei interessieren wir und fiir
y(xo + Ax) (4.1/11)
d.h. x wurde gemessen
mit Messfehler Az. 33‘0

Wie verdndert sich y in Abhéngigkeit von z?

Als Ansatz versuchen wir, y(z) in Form einer Taylor-Reihe darzustellen:

d d?
y(@o + Az) = y(ao) + T (0) - Az + 5 (w0) - A 4. (4.1/12)
Konstante Lineares Glied Quadratisches Glied

Wir gehen nun davon aus, dass Az klein ist, so dass wir die Terme mit Az?, Az3 ...
vernachldssigen kénnen.

Damit ergibt sich

Vo 80) % ) +| 2 an)| - B (11/13)

| S ——
=Ay

Falls y allgemeiner von mehreren Grofen (z. B. x und z) abhéngt, konnen wir schreiben:

d
- Ax + ‘d:l:(l'o,ZO)

d
Ay = ‘dz(xo,zo) Az (4.1/14)
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E Rechnen

= 4.1/15
o= (41/15)
do 1
- _ 4.1/16
drR T -1y (4.1/16)
da  —(R— Ro)
— = 4.1/17
dT (T —Tp)? (4.1/17)
1 —(R— Ro)
Aa = A - AT 4.1/18
= a 'TTO R+’(TT0)2 (4.1/18)
Damit ergeben sich die Werte
T/°C | R/Q | |9%] /1/°c | [92] /9c? | Aa/9Y°c
20 107,5 0,050 0,019 0,015
25 109,6 0,040 0,015 0,012
30 111,3 0,033 0,013 0,010
35 113,4 0,029 0,011 0,008
40 115,2 0,025 0,010 0,008
45 117,1 0,022 0,008 0,006
R Interpretieren
Mit dieser realistischeren Fehlerabschitzung erhélt man relative Fehler von % =1,7%

bis 3,8 %.

Die Messwerte liegen im Rahmen der Messgenauigkeit im akzeptalen Bereich.

4.2 Messreihe zur Erdbeschleunigung

Frage
Sie haben die Erdbeschleunigung ¢ in ihrem Labor gemessen und die i | gi/™/s | Agi/m/s
Messung fiinf mal wiederholt. 1] 9,80 0,03

2| 9,75 0,04
Wie grofs ist g anzugeben? 3| 985 0,03

41 9,90 0,05

51 9,80 0,03
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C Modell: Normalverteilung

Wird eine Messgrofe y mehrfach gemessen, fithren die Messfehler

zu einer Verteilung der Messwerte um den wahren Wert y,,. Nimmt

man an, dass Messfehler gleich wahrscheinlich positiv oder negativ o o
ausfallen und dass kleine Messfehler wahrscheinlicher sind als grofse, /

so ist die Wahrscheinlichkeit P, dass ein Messwert y betragt, durch Y
die Gauf-Verteilung gegeben:

(4.2/1)

Standardabweichung
Dabei gilt:

/ P(y)dy = 100 % (Wahrscheinlichkeit, dass irgendein Wert gemessen wird.)

— 00

Yw+0
/ P(y)dy = 68,27 % (Wahrscheinlichkeit, dass der Messwert hochstens o abweicht.)
y

w—0

yw+20'
/ P(y)dy = 95,45 % (Wahrscheinlichkeit, dass der Messwert hochstens 20 abweicht.)
Y

w—20

A Werkzeug: Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Mittelwert und Streuung

Die in unserem Experiment gewonnenen Daten konnen als Zufallszahlen aufgefasst werden,
da die Messfehler Ag das Ergebnis ja zuféllig beeinflussen. Wir kénnen also mit den Daten
Statistik betreiben.

In der Statistik geht man jeweils davon aus, dass erhaltene Zufallszahlen einer soge-
nannten Wahrscheinlichkeitsverteilung folgen: Diese gibt fiir jedes mogliche Ergebnis die
Wahrscheinlichkeit seines eintreffens an. Sie wird iiblicherweise als Funktion geschrieben.

Beispiel: Wiirfel

Ein Wiirfel liefert Zufallszahlen. Die Menge der moglichen Ergebnisse ist dabei 2 =
{1,2,3,4,5,6}. Jeder mogliche Ausgang des Wiirfelwurfs (sog. ,Ereignis®) kann nun als
Teilmenge von 2 aufgefasst werden.

Es = {6} Zahl .6 wurde gewiirfelt
Eingerade = {1,3,5}  Umgerade Zahl wurde gewiirfelt
E 6{1,2,3,4,5} Zahl ,6“ wurde nicht gewiirfelt
Eq=0Q Irgendeine Zahl wurde gewtirfelt

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(E) ist nun eine Funktion, die die Ereignisse auf eine
Zahl P € [0,1] abbildet. Diese hat folgende Eigenschaften:
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PQ) =1
P{})=0

P(Eeglementar) = @ sogenanntes Elementarereignis, z. B {1}, {3} oder {6}
E
P(E) = ||Q\| vorausgesetzt fiir jedes e € F ist {e} ein Elementarereignis

P(El UEQ) = P(El) +P(E2) - P(E1 ﬁEQ)

Charakterisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilgung

Wenn wir nun annehmen, diese Wiirfelergebnisse wéaren ein physikalisches Experiment,
wiirden wir gerne diese Wahrscheinlichkeitsverteilung aufgrund von Messdaten (Wiirfeler-
gebnissen) y; (i = 1,...,10) charakterisieren.

Wir suchen zunéchst den wahren Wert. Wir nehmen dabei an, dass Abweichungen der
Messdaten nach oben und unten gleich wahrscheinlich sind. Der beste Schatzwert g fiir
den wahren Wert ist dann der Wert, bei dem die Summe der Abweichungen von den
Messwerten y; gleich Null wird:

N
> (F—y:) =0 (4.2/2)

Nl_1 N
ZZJ*Zyz:O (4.2/3)
=1 z;l
Ng—Y 5i=0 (1.2/4)
=1

Umgeformt ergibt sich somit der Mittelwert der Messwerte als bester Schétzwert fiir
den wahren Wert:

1 N
= o (42/5)
=1

COTE N

Nun wollen wir noch wissen, wie stark die Messwerte von diesem Mittelwert abweichen.
Dabei greifen wir zu einem Trick: Wenn wir einfach die Summe der Abweichungen aufad-
dieren ergibt sich wieder Null. Stattdessen quadrieren wir jede einzelne Abweichung, bilden
dann den Mittelwert und ziehen dann die Wurzel (sogenanntes Root-Mean-Square):

Anzahl der Messwerte Messwerte

| N
S=A| WV ;(yi —-9)? (4.2/6)



Diese Grofse bezeichnet die Varianz oder Streuung.

Fir den Wiirfel ist

1
j=c(1+2+3+4+45+6) =35 (4.2/7)
1
5= \/6 ((3,5—1)24 (3,6 —2)2+ (3,5 —3)2 4 (3,6 —4)2 + (3,5 — 5)2 + (3,5 — 6)2)
(4.2/8)
1
= \/6(2,52 + 1,52 40,52 4+ 0,52 + 1,52 4+ 2,5%) =~ 1,7 (4.2/9)

Beispiel: Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung

Beim wiirfel kénnen nur sogenannte ,diskrete Werte* vorkommen. Messwerte sind aber
kontinuierlich verteilt. Als einfaches Beispiel nehmen wir ein Experiment, das eine zuféllige
reelle Zahl aus 2 = [1; 6] liefert, wobei jede Zahl gleich wahrscheinlich sein soll.

Nun ist die Wahrscheinlichkeit jeweils iiber ein Integral (statt {iber eine Summe) bestimmt,
die Rechenregeln fiir oben sollen aber immer noch gelten. Damit ist zum Beispiel

5
H&W—Awa (4.2/10)

6
P©) = [ Pl (4.2/11)

Aus dem letzten Zusammenhang folgt dann, wenn P(y) = p konstant fiir alle Zahlen
y € (2 sein soll:

6
1=P(Q) = / pdy (4.2/12)
1
1=pyl =6p—1p (4.2/13)
1=>5p (4.2/14)
= P(y)=1/5 (4.2/15)
Damit wéare nun hier
6
y= /1 yP(y)dy (4.2/16)
1, 6 1.1 1.1
= _y*P(y)| = 2362 —-1- 42/1
39°P)| = 5365 51z (42/17)
=35 (4.2/18)

o7



und

s = \// Wy — 9)%dy (4.2/19)

bzw. s = 1 y)(y — 7)%dy (4.2/20)
6

= P(y) (;y?’ ~ 95+ yy > (4.2/21)
1

— 2,083 (4.2/22)

= s=144 (4.2/23)

C Modell

Wir gehen davon aus, dass die tatsachliche Wahrscheinlichkeitsverteilung aller méglichen
Messwerte eine Normalverteilung wie oben ist und dass die Verteilung der Messwerte
diese angemessen gut représentiert.

Da fiir die Normalverteilung der Mittelwert § = g, und die Streuung s = o ist, kénnen
wir als Schitzwert fiir den wahren Wert den Mittelwert unserer Messwerte und als
Schitzwert fiir die Standardabweichung die Streuung verwenden.

Da s auf keinen Fall zu klein sein darf (weil dann eine bessere Messgenauigkeit angegeben
wird, als tatséchlich der Fall ist), verwendet man aber hiufig auch den etwas groferen
Wert

N
5= | 77 > (-9 (4.2/24)
E Rechnen
Der Mittelwert ist
= 9,82m/s2 (4.2/25)
Die Streuung ist
5% = 0,00325 m?/st (4.2/26)
s = 0,057 m/s2 (4.2/27)

(Hiweis: Macht man seine Fehlerrechnung mit Excel, kann man die Funktionen =MITTELWERT und =STABW
verwenden.)

o8



R Interpretieren

Die Messwerte streuen mit s = 0,057 m/s2. Damit liegt g mit 68 % Wahrscheinlichkeit im

Intervall
g = (9,82 £ 0,06) m/s2 (4.2/28)

Man beachte, dass die Streuung grofer als die Einzelmessgenauigkeit ist. Waren die
Ag; = 0,1m/s2 so miisste g = (9,58 £ 0,1) m/s2 angegeben werden.
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